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1. Introduccion

A modo de introduccion, diré que uno de los principales defectos que se le han atribuido a las
matematicas es la falta de conexion con el mundo, la realidad cotidiana y la naturaleza en general. Pero
en este tema de proporciones notables, y mas especialmente la razon durea, es donde mas se ve la
relacion entre las matematicas y otras disciplinas.

El concepto de proporcionalidad es uno de los mas intuitivos de las matematicas, y la presencia de
magnitudes proporcionales es frecuente en la vida cotidiana: relacion gasto/compra, relacion
velocidad/espacio, proporcionalidad entre las dimensiones de un microbio y su imagen al microscopio,
proporcion entre las distancias medidas en un plano y la realidad que representan.

Puede ser por ello que la teoria de las proporciones sea una de las més antiguas de las teorias de las
matematicas. Asi, el libro V de «Los Elementos» de Euclides (siglo IIT a.C.) esta dedicado integramente
a la teoria de las proporciones, aunque la primera de las aplicaciones se debe a Thales de Mileto, al que
se le atribuye ser el padre de la proporcionalidad. Se cuenta que calcul¢ la altura de la gran piramide a
partir de la proporcionalidad entre el triangulo formado por dicha altura y su sombra, y el triangulo
formado por una vara vertical y su sombra. Ademas, en la «Teoria de las proporciones» de Euclides ya
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se recogen las definiciones de razon y proporcion andlogas a las que daremos. Se piensa que las mismas
se basaban en los trabajos de Eudoxio que, a su vez, era discipulo de Platon:

- «Razoén es la relacion cuantitativa en lo que se refiere a la dimension entre dos magnitudes
homogéneas».

- «Proporcion es la igualdad de razonesy.
1.1. Justificacion e importancia del tema

Considero que este tema es fundamental, lo que justifica su inclusion en el curriculo de matematicas,
tanto a nivel estatal bajo el marco de la LOE, LOMLOE, RD 217/2022, como a nivel autonémico en
Andalucia bajo la LEA, DECRETO 102/2023, y ORDEN DE 30 DE MAYO DE 2023, donde el
alumnado sera capaz de entender .......... , llevandolos a alcanzar las competencias especificas y los
descriptores del perfil de salida, superando una serie de criterios de evaluacion que mediran una serie
de saberes basicos.

Para el desarrollo del tema ha servido de apoyo una bibliografia fidedigna, la cuél se presentara al
final.

1.2. Aplicacion en el aula

Para impartir este tema se pueden realizar distintas estrategias metodoldgicas, como por ejemplo......
Se podran realizar varios tipos de actividades, como......

2. Razones y proporciones entre segmentos

La medida de un segmento a con otro u tomado como unidad es un nimero real no negativo, que
llamaremos razon entre los segmentos a y u, y que escribimos a : u o a/u.

Dados dos segmentos a y b, b no nulo, llamamos razén a : b o a/b al cociente de sus medidas respecto
de una misma unidad u; la razén es, por tanto, un nimero real no negativo.

Llamamos proporcion a la igualdad entre razones.

a al aII

b b b
Se dird que los segmentos a, a’, a”... (Ilamados antecedentes) son directamente proporcionales a los
segmentos b, b’, b”... (llamados consecuentes).

Observacion. La razon entre dos segmentos a y b, b no nulo, es independiente del segmento unidad u
elegido.
Demostracion. En efecto, si uy u’ son dos segmentos unidad:
a=au, a=oao"u" (conay a realesno negativos)
b=pBu, b=p"u" (confyp reales positivos)

u'=Au (con A real positivo)

a
>a=alyp =42, dedondeﬁz—
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Por ello podemos reducir a proporciones numéricas las proporciones entre segmentos, y aplicar a éstas
las denominaciones y propiedades de aquellas.

1. Si dos proporciones tienen iguales tres términos que ocupan los mismos lugares, los cuartos también
son iguales.

a:b=a":b', a:b=a":b”" = b"'=b’
2. De toda proporcion se deduce otra invirtiendo las razones.
a:b=a'":b = b:a=b':a
3. De toda proporcion se deduce otra sustituyendo cada antecedente (consecuente) por su suma o
diferencia con el consecuente (antecedente) de la misma razon.

= — , =
b b’ b b’ a—b d -b
4. En una proporcion entre cuatro segmentos se pueden permutar los medios y los extremos.

a a aib_a’ib’ a+b_a’+b’

a:b=a'":b = a:a'=b:b
5. En una proporcioén entre cuatro segmentos, la suma o diferencia de antecedentes es a la de

consecuentes como un antecedente cualquiera es a su consecuente.

! !

a a a+t a a

= = —
b b’ b+ b b
6. Siendo a, b, a’, b’ cuatro segmentos y a, 3, o', B’ respectivamente sus medidas respecto de una unidad
u, se verifica:

3. Teorema de Thales. Proporciones notables

Lema. Dadas dos rectas no paralelas r y s del plano, y tres paralelas ti, t2 y t3 que determinan,
respectivamente, tres puntos A < B < C sobre r y otros tres puntos A’ < B’ < C' sobre s tales que: AB
= BC, entonces A'B' = B'C".

Nota: 4 < B < C significa que B estad en r entre A y C.

Demostracion. La paralela a r por A’ determina un punto B” en t. La paralela a r por B’ determina un
punto C” en t3.

Como AA'B"B forman un paralelogramo = AB = A'B"”. Por andlogo motivo BC = B'C"”. Como AB =
BC = A'B"=B'C".
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Por estar formado por segmentos paralelos entre si, el triangulo A'B'B” tiene los mismos angulos que
B'C'C", y como tienen un lado comun (A'B” = B'C"), ambos triangulos son congruentes. De donde
A'B'=B'C".

Teorema de Thales

Sean dos rectas r, s del plano secantes en un punto O. Sean t; y t> dos rectas paralelas que cortan,
respectivamente, a r en los puntos A y B, y a s en los puntos C y D:

0A OB

oC 0D

< f
Deee g
Ty )
—— . A/ o

o — - b
.
e ——— b,

., . . 04 oc
Demostracion. Sea, por ejemplo, la ordenacion O < A <B. Sean x = Y= o

. 04 : 04
- Supongamos que x € Q, es decir, ¥ 4 %, m, n € N. De donde existe un segmento k tal que — =
0B

9 = k.

n

Sea Ao = Oy, dado Aj, sea Ai+ el tnico punto de r con O < Aij < Ai+1 y AirAis1 =kconi=0, 1, ...,
n—1. En otras palabras, estamos construyendo segmentos congruentes con k (disjuntos) desde O hasta
B. De este modo A = A y B = Ay, y Ai+1 es el punto medio entre A;j y Aj+a.

Llamando c; al punto de s que pertenece a una paralela a t; que pase por Aj, se tiene, por el lema anterior,
que ci+1 es el punto medio de ¢ y ci+o.

Por lo tanto, siendo h = coc1 = cic2 = ... = Cn-1Cn, SE tiene:

oc CoC1 + €163 + o + Cp—1C;m m-h m
= — = = = — = X
oD CoC1 + . + Cp_qCp n-h n

y

- Ahora, si x no es racional, entonces x € R". Supongamos y > x; por la densidad de Q en R, 3qg € Q/
Xx<q<y.

Sea E el punto de r situado en la misma semirrecta que B respecto de O tal que OE = q-OB, y sea F el
punto de la recta s que pertenece a la paralela a t; que contiene a E. Como q > %, OE=q'OB>0A =

A estaentre Oy E.
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Aplicando el Axioma de Pasch al tridngulo OAC y a la recta EF, nos lleva a que, si F estuviera entre
O y C, dicha recta cortaria a t; en contradiccion con que son paralelas. Se concluye que OF > OC.
Tenemos, pues, que:

academia T

OF > 0C 0D < or
= . = P
y Y < 0D

. OE OF
yademds: — = q = —
OB oD

lo primero. Se deduce que ha de ser y <x.

= q < y, de lo demostrado cuando la razén es racional, que contradice a

, . 0A _ OC
Andlogamente se demuestra que y > x, con lo que y = x, es decir, = = op

3.1. Tipos de proporciones
En la proporcion % = 2, d se denomina cuarta proporcional de a, by c.

., a b . <y . . .
A la proporcion > = Zse la denomina proporcidn continua, y en ella los medios vienen dados por la

misma cantidad b, que se denomina media proporcional o geométricade ay c: b? = a - c.

En una proporcion continua, a cualquiera de los extremos se les denomina tercera proporcional. Es
decir, ¢ es tercera proporcional de ay b.

Si concretamos nuestras definiciones haciendo referencia a la proporcionalidad entre segmentos, el
teorema de Thales nos permite obtener geométricamente la cuarta proporcional o la tercera
proporcional a otros segmentos.

3.2. Proporciones notables entre segmentos

Una proporcion se denomina conmensurable o racional cuando las razones que relaciona tienen una
constante de proporcionalidad racional, k € Q. Una proporcion se denomina inconmensurable cuando
las razones que relaciona tienen una constante de proporcionalidad irracional, k € R\ Q.

En el siglo V a.C. muchos filosofos griegos estudiaron la que denominaron paradoja de los irracionales;
por ejemplo, Zenon de Elea. La presunta paradoja era que ellos consideraban que cualquier cantidad
mensurable podria asociarse a una medida que fuese un nimero entero positivo o, a lo sumo, fraccion.

Sin embargo, la diagonal del cuadrado es inconmensurable respecto de su lado; esto es, la proporcion
que forman, llamémosla V2, no es racional. Veamoslo con razonamientos contemporaneos.

Supongamos V2 = ges una fraccion irreducible.
= 2q% = p? > plespar < ppar
Por ser p par, p = 2k con k natural.
(2k)? = 2¢* > q* = 2k* = q¢?’par & qpar

Luego g no es irreducible, contradiciendo la hipétesis. En definitiva, V2 es irracional.

El valor de esta proporcion abrio la puerta al concepto de nimero irracional. A Teodoro, de la escuela
platonica, se le atribuyen las demostraciones, todas desde una perspectiva geométrica, pues era la unica
considerada correcta en la época, de que V3, V5, V7, ... (entendidas como proporciones entre diagonales
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de determinados rectangulos y su lado menor) son inconmensurables respecto de dicho lado menor y,
en lenguaje actual, son irracionales como numeros.

Lambert demostr6 en 1737 que @ era irracional. Sin embargo, V2 también es irracional y es trivialmente
constructible con regla y compas a partir de un cuadrado de lado unidad. La existencia de numeros
irracionales como m o V2, de caracteristicas aparentemente diferentes, llevé a Euler y a otros
matematicos en el siglo XVIII a distinguir entre numeros algebraicos y transcendentes. Se entiende
como numeros algebraicos a aquellas raices de ecuaciones del tipo:

a,x" + ... + ayx + ay, = 0 connnatural y a; entero.

Todo niimero no algebraico es transcendente. V2 es algebraico, y Legendre conjeturé que m era
transcendente, pero fue el aleman Lindemann, en 1882, quien lo demostrd. Todas las construcciones
en que intervienen regla y compdas son equivalentes a ecuaciones algebraicas de l.er y 2.° grado, o
combinaciones de ellas.

En la siguiente tabla recogemos algunas de las proporciones mas destacadas:

CONMENSURABLES INCONMENSURABLES
a
Cuadrada ab=1 Raiz de dos 3" V2
a
Dupla a/b=2 Raiz de tres 5= V3
4 a
Sesquitercia a_z Plata —=14+V2
b 3 b
3 .
Sesquialtera 2 _ 2N\ Aurch e _ 1+—\/§
b 2 b 2
a 5 a 1
Pentatercia - = — Cordobesa -
R N 2 -2

4. La razon aurea

Se dice que un punto Q divide a un segmento OP seglin la seccidon durea cuando se verifica que OQ es
media proporcional de OP y PQ:

0P _ 0Q
0Q  PQ

? R

—ﬁt

0OQ se denomina segmento aureo del segmento OP. Se denomina razén durea a cada uno de los dos
términos de la proporcion (proporcion aurea). La constante de proporcionalidad que define esta
proporcion se denomina niimero 4ureo. Para calcularlo:

a ) b+ c b c b
— = — siendoa = b +c¢c = == = 14+ ===
b c b c b
6
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=¢p > ¢’ —@—-1=0

(la negativa no tiene sentido)

4.1. Propiedades geométricas

Exponemos a continuaciéon algunas de las muchas propiedades geométricas donde aparece la razon
aurea.

Teorema.
Dos diagonales de un pentagono regular que se cortan lo hacen segun la seccion durea. El segmento
aureo determinado por dicha seccion es congruente con el lado del pentagono.

Demostracion. Sea un pentagono regular de vértices P, Q, R, Sy T. Las diagonales QS y RT se cortan
en U. Los tridngulos TQU y RSU son semejantes, pues:

- £SQT = £SRT, por ser angulos interiores de la circunferencia circunscrita al pentdgono abarcando la
misma cuerda;

- £QTR = £QSR, por la misma razon.

Se deduce:
QT QU
s ~us D
P
Q T
R -

Pentagono regular: las diagonales QS y RT se cortan en U segun la seccion aurea; PQUT es un
rombo.

Los puntos P, Q, U y T forman un rombo, pues:

= PQ y TU son paralelas, debido a que ZPQT = QTR por ser angulos interiores de la circunferencia
circunscrita al pentdgono abarcando cuerdas congruentes (PT y QR).

= Andlogamente, PT y QU también son paralelas.
= PQ y PT son congruentes.
Por tanto: QU =PT =RS (2)

Ademas, QT = QS, por ser £QST = 2QTS, ya que ambos son angulos interiores que abarcan arcos
iguales. Llevando esto y (2) a (1):
7
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QS QU
QU  US
Consecuencia. De (1), % = (; es decir, la razon de la diagonal al lado es ¢.

Teorema.

7'[_1
coss—zfp

Nota. Llamamos rectangulo dureo a todo rectdngulo para el que la razon entre sus lados es la durea.

Teorema.

El area del rectangulo dureo mas el area del cuadrado cuyo lado es el lado menor del rectangulo dureo
es igual al area del cuadrado cuyo lado es el lado mayor.

Teorema.

Si colocamos adyacentes dos rectangulos congruentes, uno de ellos girado g respecto al otro, el

rectangulo dureo es el Unico en el que estan alineados tres vértices, siendo dos de ellos pertenecientes
a la diagonal de un rectangulo.

4.2. Construcciones geométricas
4.2.1. Construccion del segmento daureo

Para obtener el punto Q que divide al segmento OP segun la seccion durea se puede proceder:

- Sea R un punto perpendicular a OP por P tal que PR = % OP. Si trazamos con centro en R la

circunferencia de radio PR, incide en OR en un punto Q'.

L 4 @

Q

Construccion del segmento aureo OQ del segmento OP.

- Con centro en O trazamos la circunferencia de radio Q'O, que incide en OP en Q, que determina la
seccion aurea sobre OP, pues:

o . x2 x 5-1
OP = x,por el Teorema de Pitagoras: 0Q = OR — RQ' = [x? + D R x

dodonde 08 - 2 _1+V5_

e donde @ S E_1C 5 =

-Asimismo, puede comprobarse que podemos obtener el segmento total dado su segmento aureo de la
siguiente manera:

@
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- Para obtener el punto P tal que OQ, con Q € OP, sea el segmento aureo de OP, hacemos M el punto
medio de OQ y P’ el punto de la perpendicular a OQ por Q tal que P'Q = OQ.

- Con centro en M trazamos la circunferencia de radio MP’, que incide en la prolongacion del segmento
OQ en P. OP es el segmento cuyo segmento aureo es OQ.

o X x2  1++5 opP
Llamando 0Q = x = (Pitagoras) OP = > + X2 4+ —=—""x =2 —

_1+45
B 2

4.2.2. Aplicacion a la construccion del pentdgono regular dado un lado

A partir del teorema anterior y de la anterior construccion, es inmediato construir un pentdgono regular
dado un lado PQ.

Desde P construimos el segmento PR’ del que PQ es segmento dureo. PR’ es congruente con la diagonal
del pentagono, por lo que la circunferencia de centro P y radio PR’ contendra el otro extremo de una
diagonal PR.

Con centro en Q y radio PQ tenemos una circunferencia que debe contener el extremo R del lado QR
del pentagono.

Construccion del veértice R a partir del lado PQ.

El punto de corte de estas circunferencias es el vértice R buscado. Repitiendo este procedimiento
conseguimos los otros tres lados que faltarian.
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4.2.3. Espiral aurea

= =

=X

Rectangulo aureo, sus subdivisiones sucesivas y la espiral aurea.

El rectangulo aureo ABDF se puede descomponer en dos figuras cuya area total es equivalente a la de
¢éste: el cuadrado ABCH y un rectangulo dureo menor CDFH, como puede comprobarse facilmente.

Este rectangulo CDFH podemos dividirlo andlogamente en un cuadrado y un rectdngulo aureo atn
menor, y continuar el procedimiento indefinidamente.

Si vamos uniendo, sucesivamente, un par de vértices opuestos de cada cuadrado, empezando por un
vértice al que haya llegado otro arco, con un cuadrante de circunferencia de radio igual al lado de dicho
cuadrado, construimos la denominada espiral 4durea.

4.3. La sucesion de Fibonacci

En 1202, Leonardo de Pisa, apodado Fibonacci, se encontrd con su célebre sucesion de enteros a, en
relacion con la cria de conejos. Supuso que los conejos vivian para siempre y que cada mes una pareja
procrea una nueva pareja, que se vuelve productiva a la edad de dos meses. Sea a, el nimero de parejas
de conejos en el enésimo mes; fue Kepler el que dio forma algebraica a lo que Fibonacci advirtio, esto
es, la forma recurrente del término general:

apo =0, a; =1, apyy = ap + apyq (1)

An+1

. tiende al numero aureo ¢ cuando n va aumentando.
n

Kepler también observo que

Demostracion. Puesto que @? = ¢ + 1, y siendo la recurrencia a,,, = Qu4q; + ay con a, =
0; a; = 1,suecuacion caracteristicar? — r — 1 = 0 tiene por soluciones @ y (—®) ™1, por lo que
el término general de la sucesion viene dado por:

a, = Ge" + C(—p)™ €,C; ER

Imponiendo las condiciones iniciales, se obtiene:

n -n
1 " = (=)
Cl = —_1 ) CZ = _Cl = a, = 1
p+ @  + @
Vemos que el término general de la sucesion de Fibonacci esta intimamente relacionado con el nimero
aureo, y:
10
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. On41
lim = ¢
aTl

4.4. Presencia de la razon aurea

La filotaxia, es decir, la disposicion de las hojas en las plantas, es tal en la Naturaleza que permite que
todas consigan estar expuestas a la mayor cantidad posible de radiacion total.

Experimentalmente, se comprueba que, en la mayoria de las plantas y los arboles, el angulo de giro a
lo largo del tallo de una hoja a la siguiente es algo mayor de 137°. Veamos como aparece el angulo
antes indicado.

Hoja 1

Division de los 360° segun la razon durea: el angulo ideal =~ 137,5°.
Si dividimos la amplitud de 360° seglin la razon aurea: 360° = o + 3
360 «a

- E:a=<ﬂﬂ

5360 =B-(p+1) = B=

360
p +1

~ 137,5°

Este angulo se denomina angulo ideal.

La razon aurea aparece en filotaxia muchas otras veces: la disposicion de las escamas de un cono de
pino, la disposicion de los flésculos del girasol... En general, aparece la proporcion durea con gran
frecuencia en la naturaleza: el cuerpo de los insectos, la espiral durea en conchas e incluso en el cuerpo
humano. En las manos aparece el nimero dureo al obtener la razon de la primera falange a la segunda.
En un cuerpo humano desarrollado normalmente, la relacion entre la parte superior (del cuerpo al
ombligo) y la parte inferior cumple la proporcion durea. Leonardo Da Vinci lo sabia y lo empleaba en
sus obras (Hombre de Vitruvio). También ha sido muy utilizada en la obra de muchos arquitectos.

5. Valoracion o juicio critico de los contenidos
Recomendamos hacer un punto bajo este titulo y decir que:

Los contenidos expuestos en el tema cumplen todos los siguientes requisitos:

1. Son adecuados.

2. Estan argumentados normativamente.

3. Existe una valoracion por parte del opositor/a de la importancia de los contenidos del tema.
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6. Conclusion

En primer lugar, hemos introducido los conceptos de razén y proporcion, para luego comentar las
propiedades elementales de una proporcion. Después de demostrar el resultado mas importante de la
proporcionalidad de segmentos, el Teorema de Thales, abordamos las proporciones notables, aquéllas
que han tenido una importante significacion en la Historia de las Matematicas, como V2, que relaciona
la diagonal de un cuadrado con su lado.

Pero la parte mas importante de este tema es la que se refiere a la razon durea, que esta presente en un
gran numero de situaciones cientificas y de la naturaleza; entre estas ultimas destacamos la sucesion
de Fibonacci, que esta relacionada con la cria de conejos. Ademas, se han estudiado con detalle sus
propiedades geométricas y diversas aplicaciones a construcciones geométricas.

Curriculo: Este tema aparece en todos los cursos de la ESO. Ya en el primer ciclo aparece: «Razén y
proporcion. Magnitudes directa e inversamente proporcionales. Constante de proporcionalidad». En
cuarto curso: «Semejanza. Figuras semejantes. Razon entre longitudes, areas y volimenes de cuerpos
semejantesy.
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